Chapitre ]. 3

Entiers relatifs et arithmétique
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306 CHAPITRE 13. ENTIERS RELATIFS ET ARITHMETIQUE

Les objectifs sont particulierement modestes, jugez plutot :
> division euclidienne dans Z, aglorithmes d’Euclide et de Bezout
> théoreme de Bezout et application a la résolution des équations diophantiennes
> théoreme de Gauss

> décomposition primaire des entiers

OBJECTIFS

| Entiers relatifs

1 Z est structuré en anneau
L’ensemble Z = {...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...} des entiers relatifs est muni de deux lois : 1’addition
(notée +) et la multiplication ( notée . ou sans symbole).
l.a Propriétés de I'addition

m La loi + est associative, i.c. Y(a,b,c) € ZXxZ x Z,(a+b)+c=a+ (b+¢),

m la loi + est commutative, i.c. V(a,b) €Z x Z,a+b="0+a,

m la loi + posséde un élément neutre, c’est I’élément 0, Va € Z,a + 0 = a,

= tout entier a € Z posséde un élément symétrique pour la loi +, c’est 'élément —a : Va € Z,a+ (—a) = 0.
Vocabulaire : on résume ces propriétés en disant que (Z,+) est un groupe commutatif.
1.b Propriétés de la multiplication
Aux propriétés de I'addition viennent s’ajouter celles de la multiplication dans Z, et celle combinant les deux
lois :

m La loi . est associative : V(a,b,¢) € Z x Z X Z, (a.b).c = a.(b.c),

m la loi . est commutative : V(a,b) € Z X Z,a.b = b.a,

m la loi . est distributive par rapport a I'addition :V(a,b,¢c) € Z X Z x Z,(a + b).c = a.c+ b.c,

m la loi . posséde un élément neutre, c’est 'élément 1 : Va € Z,1.a = a.

m Z est intégre V(a,b) € ZXx Z, a.b=0= (a=0) ou (b=0).
Vocabulaire : [’ensemble des propriétés décrites ci-dessus font de (Z,+,.) un anneau commutatif.

Remarque : on peut définir aussi I'inverse pour la loi . : 'inverse de a € Z est 1’élément b € Z, s’il existe, tel
que a.b = 1. Les seuls éléments de Z qui possédent un inverse pour la multiplication sont Z* = {—1,1}.

2 Multiples et diviseurs
2.a Relation de divisibilité

Définition : Soit a et b deuz entiers relatifs. On dit que a est un multiple de b ou que b est un diviseur de a,
sl existe q € Z tel que a = bq. On note cette relation b | a.

Exemples :
e 2|6et 243,
e 0 est multiple de tous les entiers relatifs, mais ne divise que lui-méme.
e 1 divise tout entier, mais ce n’est un multiple que de 1 et —1.

Exercice : Montrez que pour tout entier n € N, 11 divise 373 — 447+2,
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Proposition 13.1.— Soit (a,b) € Z2. Alors b divise a si et seulement si |b| divise |al.

Conséquence : le signe des entiers n’influe aucunement les questions de divisibilité, ce qui permet de se ramener
systématiquement au cadre d’entiers naturels.

Démonstration Vv
Raisonnons par équivalences.

bla < Jg€Z,a=bg < Fq€ Z,|a| = |blg < |b| | |al.

Proposition 13.2.— Soit (a,b,c¢,d) € Z*,

msia|lbetb|c alorsa|c msialbetc|d, alors ac| bd
msia|betal|c alorsa|b+c m sia | b, alors pour tout p € N, a? | b?
msialbetb#0,alors |a| < |b]. msial|betb|a,alors |a| = |b].

Démonstration V

msia|betb]|c, alors il existe (k, £) € Z? tel que b = ak et ¢ = bl. Par suite c = kfa.

msial|betalc, alors, il existe (k,£) € Z* tel que b = ak et ¢ = al. Par suite b+ ¢ = ka + fa = a(k + £).

m sial|betb+#0, alors, il existe k € Z* tel que b = ak. D’ott |b] = |a| X |k|. Comme k # 0, |k| > 1, par suite, |b| > |a].
m sia|betc|d, alors il existe (k,£) € Z2 tel que b = ak et d = cf. Par suite bd = (kf)ac.

m par récurrence sur p a partir de la propriété précédente.

m sib=0, alors a = 0. Si b# 0, alors a # 0 et par conséquent |a| < |b] et |b] < |al. A

Exercice : Soit a € Z et d € N. Montrez que sid | a et d | a®> +a+ 1, alors d = 1.

2.b Multiples et diviseurs d’un entier

Définition : Soit a € Z, on définit
e ’ensemble des multiples de a : M(a) ={b€ Z|Jq€ Z; b=q.a} ={a.q; ¢ € Z}.
o [ensemble des diviseurs de a : D(a) ={be€ Z|3q € Z, a =b.q}.

Notation : On note aussi M(a) = aZ.

Remarque : M(a) et D(a) sont symétriques par rapport a 0.

Exemples :

1. D(6)={-6,-3,-2,—1,1,2,3,6}, D(1) = {—1,1}, D(0) = Z

2. L’ensemble 2Z des multiples de 2 est ’ensemble des nombres entiers relatifs pairs.

3. M(0)={0}

La relation de divisibilité peut se traduire a ’aide d’inclusion ensemblistes :

Proposition 13.3.— Soit (a,b) € Z*. Les assertions suivantes sont équivalentes :

e alb a divise b
e D(a) C D(b) tout diviseur de a divise b
o M(b) Cc M(a) tout multiple de b est multiple de a

Exercice : Résolvez les équations suivantes :
1. Pour quels entiers t € Z a-t-onz — 1| 2 + 37

2. Pour quels couples d’entiers (z,y) € Z? a-t-on zy = 2z + 3y ?
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Solution Vv
1. Soit x € Z, on a les équivalences suivantes :
z—1lz+3 <= 3FJkeZ z+3=k(x—-1)
— Jke€Z (z—-1)+4=k(x—-1)
— HeZ 4=L(z-1)
— =xz-1
z' |4
Ainsi

o | —4]-=2]-1[2]4
2+1|-3|-1] 0 |35
Par conséquent ['ensemble des solutions est S = {—3,—1,0,3,5}.
2. Soit (x,y) €Z*. On a

zy=2r+3y <= ay—2oc—-3y=0
— (z-3)(y—2)=6

2'=2x2-3
— Yy =y—2

' xy =6
Ainsi ]
[ o7 [-6]-3[-2[-1[1[2[3]6]
z'+3|-3] 0 1 2 [4]5(6]9
y+2 10| -1]-4[8|5]4]|3
Ly [-1][-2[-3[-6[6][3[2]1]
Par conséquent I'ensemble solution est {(—3,1);(0,0); (1, —1); (2; —4); (4,8); (5,5); (6,4); (9, 3) }. A

3 Division euclidienne dans Z
Dans Z, les seuls éléments inversibles pour la multiplication sont 1. On utilise la division euclidienne, telle
qu’elle a été introduite au college.

dividende —= 7161 58 <= diviseur

136 123 -——— quotient
201
reste ——= 27

Plus théoriquement,

Théoreme 13.4.— Division euclidienne dans Z
Pour tout couple (a,b) € Z x N* d’entiers, il existe un couple (¢,r) € Z?, unique tel que

o a=bg+r
e 0<r<b

Vocabulaire :

e q est appelé le quotient de la division euclidienne de a par b.

e 1 est appelé le reste de la division euclidienne de a par b.
Warning : les deux conditions sont nécessaires pour pouvoir parler de division euclidienne.
Exemples :

e a="53,b=4:53=4x13+1et0<1<4donc (¢q,r)=(13,1).

o a=-52b=7:-52=7Tx(-8)+4et 0<4<7, donc (q,r) = (-8,4).
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e a=267,b=237:267=18 x 37— 399, mais (¢,r) # (18, —-399)!
Démonstration Vv
Il s’agit d’un résultat d’existence et d’unicité. La preuve sera en deux étapes :
mUnicité : commencons par prouver 'unicité du couple quotient, reste.

Soit donc ((q1,71), (g2,72)) € (Z x N*)? tel que

a = bqi+mr 0<r1<b-—1
a = bga+re 0<re<b-—1

On en déduit que b(gz — q1) = r1 — r2 d’olt
[bllgr — g2| = |r1 — 72|

Comme d’autre part |r1 — r2| < |b| ceci entraine successivement que |g1 — g2| = 0 puis g1 = g2 et finalement r1 = ra.

mExistence :
» Montrons tout d’abord l'existence de (g, ) dans le cas ot (a,b) € N x N* :
Soit donc (a,b) € N x N*, notons B, = {m € M(b) | m < a} ensemble des multiples de b inférieurs ou égaux a
a. Par construction,
e B, est majoré par a.
e B, est non vide car 0 = 0.b € B,.
D’apres la propriété fondamentale (N2) de N, B, posséde un plus grand élément. Notons-le m = b.q. Soit alors
r =a—m = a — bq de sorte que
e a=m+r=>bg+r
e r>0carm<a

D’autre part, M = m + b = bq + b est clairement un multiple de b, strictement supérieur a m. Comme m est le
plus grand élément de B,, M ne saurait appartenir & B,. Par conséquent, M > a. Ainsi, bq + b > bq + r, d’ou je
tire 0 < r < b. Finalement, le couple (g,7) convient.

» Dans le cas ou (a,b) € Z~ x N*, appliquons le résultat ci-dessus a (|a|,b) € N x N* : il existe donc un couple
(q,7) € N x [0,b— 1] tel que
—a=bq+ T
> Si 7 =0, posons ¢ = —¢. Le couple (g,0) convient.
> Si7 > 0, alors
a = b(=q)+(-7)
= b(—q)—b+b+(—7)
= b(—g—1)+(b—7).
Posons finalement ¢ = —G— 1 et » = b — 7b. Nous obtenons donc a = b.q+ 7, avec g € Z et r € [1,b—1]. Le
couple (g, ) convient.
» Pour tout couple (a,b) € Z x N*, nous avons donc construit un couple (¢g,7) € Z x [0,b — 1], tel que a = b.q + 7.
A

Exercice : Soit (a,b,n) € N* x N* x N. On note ¢ le quotient de la division euclidienne de a—1 par b. Déterminez
le quotient de la division euclidienne de ab™ — 1 par b"*1.

Proposition 13.5.— Soit (a,b) € Z x N*.

b divise a si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est nul.

Démonstration V

e si le reste est nul, la division euclidienne de a par b s’écrit a = bg, ou q € Z. Par suite b divise a.

e si b divise a, il existe g € Z tel que a =b x ¢ =b x ¢+ 0. Comme 0 < 0 < b, il s’agit de la division euclidienne de
a par b. En particulier, le reste est nul. A



310 CHAPITRE 13. ENTIERS RELATIFS ET ARITHMETIQUE

1] PGCD et PPCM de deux entiers relatifs
1 PGCD de deux entiers relatifs

1.a Diviseurs communs a deux entiers

Définition : Soit (a,b) € Z% un couple d’entiers relatifs et d € Z.
On dit que d € Z est un diviseur commun ¢ a et b sid|a et d|b.

Notation : On note D(a,b) l’ensemble des diviseurs communs a a et b. On a D(a,b) = D(a) ND(b).
Exemple : D(24,18) = {—6,—-3,-2,—1,1,2,3,6} = D(6).

Lemme 13.6.— Soit (a,b) € Z* un couple d’entiers relatifs, tel que (a,b) # (0,0).

L’ensemble des éléments de N*, diviseurs communs & a et b est non vide et majoré. Il admet donc un plus grand
élément.

Démonstration V

e 1 €D(a,b) car 1 divise tout entier. L’ensemble des éléments de N* divisant a et b est non vide.

e Supposons sans perte de généralité que a # 0. Tout diviseur de a est majoré par |a|. A fortiori, 'ensemble des
éléments de N* divisant a et b ’est aussi.

Ainsi, ’ensemble des éléments de N*, diviseurs communs & a et b est non vide et majoré. Il suffit alors d’invoquer la
propriété (N2) des entiers naturels pour conclure & I'existence d’un plus grand élément. A

1.b Plus grand diviseur commun de deux entiers

Proposition-Définition 13.7.— Soit (a,b) € Z* un couple d’entiers relatifs, tel que (a,b) # (0,0). Le plus
grand élément de D(a,b) est appelé plus grand diviseur commun 4 a et b. On note PGCD(a, b) ou a A b cet
entier naturel :

PGCD(a,b) =aAb=max{deN* | d|aetd]|b}

Notation : on convient que PGCD(0,0) =0A0 = 0.
Exemple: aAa=lal,anl=1aA0=]al

Remarque : le PGCD de deux entiers ne dépend pas du signe de ces derniers. En effet,
V(a,b) € Z®, anb=a|A|b|

1l.c Algorithme d’Euclide

Pour calculer le PGCD de deux entiers, nous procédons de proche en proche, en effectuant des divisions eucli-
diennes successives :

Proposition 13.8.— Lemme d’Euclide —. Soit (a,b) € Z x N*. Notons r le reste de la division euclidienne de
a par b. Alors

aANb=bAT

Démonstration Vv
La division euclidienne de a par b s’écrit a = bg+r avec 0 < r < b. Montrons par double-inclusion que D(a,b) = D(b, ).
Un moyen radical de montrer que a et b d’une part, b et r d’autre part ont le méme plus grand diviseur commun !
e D(a,b) C D(b,r) : soit d € D(a,b) un diviseur commun & a et b. A fortiori d divise a et bq. Par conséquent, d
divise b et r = a — bq.
e D(a,b) C D(b,r) : soit d € D(b,r) un diviseur commun de b et . En ce cas, d divise aussi bg + r. Ce qui entraine
que d divise b et a. A
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Remarques :
1. sir=0,alorsaAb=bA0=b|.
2. sibla,alorsaNb=|b|
Mise en ceuvre
On souhaite calculer d = a A b. Notons ag = max{|al,|b|} et a; = min{|a|, |b|}, de sorte que d = ag A ay.
» Etape 1 deux cas se présentent :
» sia; =0, alors d = ag A ay = agp.
» si a; # 0, effectuons la division euclidienne de ag par a;.
ap = qra1 + az, ou 0 <az < ay,
D’apres la proposition précédente, d = a; A az. On passe a I’
m Etape 2 deux cas se présentent :
» siag =0,alorsd=apAa; =a; ANaz =ay.
» si ay # 0, effectuons la division euclidienne de a; par as.
a1 = qaz +az, ou 0 < az < ap
D’apres la proposition précédente, d = as A ag.
» Etape 3 Ainsi de suite ...
Comme ag, a1, az,as ... sont des entiers naturels et ag > a1 > as > ag > -- -, il existe un entier m € N tel que

am+1 soit nul. Si tel est le cas,

d=am N ams1 = am N0 = ap,

Résumons :

Proposition 13.9.— Soit (a,b) € Z°.

Le PGCD de a et b est le dernier reste non nul dans l’algorithme d’Euclide.

Exemple : Calculons le PGCD de 162 et 207.

207
162
45
27
18

D’ou 207 A 162 = 9.

Exercice : Calculez les PGCD de a et b lorsque
1. a=24,b6=9

2. a=15et b=28

3. a=-60et b= —80.

1 x 162+ 45
3 x 45+ 27
1x27+18

1x18+[9]

2x940
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1.d Egalité de Bezout

Théoreme 13.10.— Soit (a,b) € Z>. 1l existe (u,v) € Z* tel que

au+bv=aAb

Vocabulaire : une telle égalité est appelée égalité de Bezout.
Remarques :

1. Les coefficients u et v, appelés coefficients de Bezout, ne sont pas uniques. Par exemple, 6 A9 = 3 et
3J=—1Xx6+1x9=8x6-5%x9

2. Sid = aAb, alors il existe (u,v) € Z? tel que au + bv = d. La réciproque est fausse. Par exemple,
3x6—1x10= 38, mais le PGCD de 6 et 10 est 2, et non pas 8.

Démonstration V
Effectuons 'algorithme d’Euclide. Nous obtenons une liste ao, a1, ..., @m, am+1 d’entiers telle que

ap > a1 > az-- > Qm > Am+1, aVeC Am+1 = 0,am = a A b, et
VE € [0,m — 1], ar = qrr1akt1 + ary2

Ainsi
ap —qiai = a2
ar —qg20a2 = as
Am—-3 —(m—-2am-—2 = Gm-1
Am—2 —qm—-1am—1 = Qm

Par remontée, on en déduit que a A b s’écrit comme combinaison linéaire de a et b. En effet,

m D’apres la derniere équation, nous déduisons que a,, = a A b est combinaison linéaire de am—2 et am—1,

m Or d’apres avant-derniere équation, a.m,—1 est lui-méme combinaison linéaire de a,,—3 et am—2, on en déduit que
a A b est combinaison linéaire de am—3 et am—2,

m ainsi de suite ...

m ala fin, a Ab s’exprime comme combinaison linéaire de ag et a1. Comme ag et a1 sont égaux a +a, et £b, il s’ensuit
que a A b s’écrit comme combinaison linéaire de a et b.

A

En pratique : la démonstration présentée ci-dessus est constructive : pour établir une égalité de Bezout pour
deux entiers a et b, vous remontez 'algorithme d’Euclide.

Exercice : Déterminez le PGCD d de a et b et obtenez une égalité de Bezout lorsque
1. a=150et b=>54
2. a=-—1letb=25.

Solution Vv
L’algorithme d’Euclide donne tout d’abord On procéde ensuite par remontée :
150 = 2x54+442 6 = 42-3x12
54 = 1x42+412 = 42-3x(54—-42)=4x42—-3x54
42 = 3x12+[6] = 4x (150 —2 x 54) — 3 x 54
12 = 2x6+0

Ainsi 150 A 54 = 6. Soit 4 x 150 — 11 x 54 = 1. A
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l.e Caractérisations du PGCD

Le théoreme suivant donne deux caractérisations du PGCD de deux entiers :

Théoreme 13.11.— Caractérisations du PGCD —. Soit (a,b) € Z%, on note a.Z + b.Z = {a.k + b.l,; (k1) €
Z?} I'ensemble des combinaisons linéaires & coefficients entiers de a et b.
Pour tout entier naturel d € N, les assertions suivantes sont équivalentes :

i) d=aAb
it) aZ+bZ =dZ
ii4) D(a,b) = D(d)

Commentaires :
e La définition de P GRAND CD fait appel a la structure d’ensemble ordonné de Z.

o Le deuxieme point est une caractérisation algébrique du PGCD. 1l est fondamental pour la structure
algébrique de Z, et pour la résolution des équations algébriques du type ax + by = ¢, voir le corollaire plus
bas.

e Le troisieme point est une caractérisation arithmétique du PGCD. Il montre que tout diviseur commun
a a et b divise a A b.

Démonstration Vv
Sid=0,onabienaAb=0 < a=0etb=0 < aZ+bZ ={0} < D(a,b) = Z. Supposons désormais que
d e N*.
i =4t soit d = a Ab. On montre que aZ + bZ = dZ par double inclusion.
Comme d divise a et b alors a € dZ et b € dZ. Par conséquent aZ + bZ C dZ. Réciproquement 1’égalité de Bezout
montre qu’il existe (u,v) € Z2 tels que d = au + bv. Ainsi, d € aZ + bZ. Par suite, dZ C aZ + bZ.
11 = 414 supposons que aZ + bZ = dZ et montrons que D(a,b) = D(d).
Tout d’abord, a,b € aZ + bZ = dZ. Donc d € D(a) N D(b) = D(a,b). Par conséquent, D(d) C D(a,b).
Réciproquement, soit ¢ € D(a,b), alors il existe (k,£) € Z2, tel que a = gk et b = gf. Comme par hypothese
dZ = aZ + VZ, il existe (u,v) € Z? tel que d = au + bv. Par suite d s'écrit d = u(kq) + v(¢q) = (uk + v€)q. En
particulier, ¢ divise d, ie. ¢ € D(d).

14t = i supposons que D(a,b) = D(d). En particulier, ces ensembles ont le méme plus grand élément, & savoir d = a A b.A

Corollaire 13.12.— Condition de compatibilité des équations diophantiennes —. Soit (a,b,c) € Z®. On
considere I’équation diophantienne
ar +by=-c (E)

(E) admet (au moins) une solution si et seulement si a A b divise c.

Démonstration Vv
D’apres la caractérisation algébrique du PGCD (E) est compatible <= ¢ € aZ+bZ <= c€ (aNb)Z <= aAb|c.A

Corollaire 13.13.— Homogénéité du PGCD —. Soit (a,b) € Z* et k € Z, alors

PGCD(ka, kb) = |k| PGCD(a, b)

Exemple : PGCD(80,—60) = 20PGCD(4, —3) = 20.

Démonstration Vv
Pour calculer le PGCD de ka et kb, j’utilise la caractérisation algébrique du PGCD. Soit m € Z. Alors

((ka) A (kb))Z = kaZ + kbZ = k(aZ + bZ) = |k|(a Ab)Z

D’apres la caractérisation algébrique du PGCD, c’est dire que PGCD(ka, kb) = |k|PGCD(a, b). A
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2 PPCM de deux entiers

2.a Multiples communs a deux entiers

Définition : Soit (a,b) € Z* x Z* un couple d’entiers relatifs non nuls et m € Z.
On dit que m € Z est un multiple commun d a et b sia| et b| m.

Notation : On note M(a,b) l’ensemble des multiples communs ¢ a et b : M(a,b) = M(a) N M(b) = aZ N DZ.

Exemple : 0, ab sont des multiples communs & a et b.

Lemme 13.14.— Soit (a,b) € (Z*)% un couple d’entiers relatifs, non nuls. L’ensemble M (a,b) des éléments
de N* multiples communs & a et b est une partie non vide de N*. Il admet donc un plus petit élément.

Démonstration Vv
Comme a et b sont non nuls, |ab| est élément de M™(a,b). En particulier, M™(a,b) est non vide de N*. D’apres la
propriété (N1) des entiers naturels M*(a,b) posséde un plus petit élément. A

2.b Plus petit multiple commun de deux entiers

Proposition-Définition 13.15.— Soit (a,b) € Z* x Z* un couple d’entiers relatifs non nuls. Le plus petit entier
strictement positif élément de M (a, b) est appelé plus petit multiple commun & a et b. On note PPCM(a, b)
ou a Vb cet entier naturel :

PPCM(a,b) =aVb=min{m e N* | a|metb|m}

Warning : le PPCM de deux entiers est en fait le plus petit multiple commun strictement positif de deux entiers.
Notation : on convient que si a =0 ou b =0, alors PPCM(a, b) = 0.
Exemples :
e pour tout entier a € Z, aVa = lal, aV1=|al.
o PPCM(12,18) = 36.
Remarque : le PPCM de deux entiers ne dépend pas du signe de ces derniers : ¥(a,b) € Z%, aVb=|a|V |b].

2.c Caractérisations du PPCM

Théoreme 13.16.— Caractérisations du PPCM —. Soit (a,b) € Z°.
Pour tout entier naturel m € N, les assertions suivantes sont équivalentes :

i) m=aVb
i) aZNbZ=mZ
i) M(a,b) = M(m)

Commentaires : les multiples communs & a et b, sont les multiples de a V b, aZ NbZ = (a V b)Z.

Démonstration Vv
lorsque m est nul, onaaVb=0 < a=00ub=0 <= aZNbZ = {0}. Supposons désormais que m est non nul.

i = it supposons que m = a V b, montrons que aZ N bZ = mZ par double-inclusion :

Par définition, m est un multiple commun de a et b. Par conséquent, tout multiple de m est un multiple de a et
b, c’est-a-dire que mZ C aZ N bZ.

Réciproquement, si v € aZNbZ est un multiple commun a a et b, montrons que v est un multiple de m. Effectuons
la division euclidienne de v par m € N* v = gm + r, ou 0 < r < m. L’entier naturel » s’écrit comme la différence
de deux multiples communs & a et b : r = v — gm. Par conséquent, r est un multiple commun a a et b. Comme
0 < r < m, r est donc strictement inférieur au plus petit multiple commun strictement positif de a et b. Par
conséquent, r = 0. Autrement dit v est un multiple de m, i.e. v € mZ.

14 = 11t évident
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14 = ¢ Supposons que M (a,b) = M(m). En particulier ces deux ensembles ont le méme plus petit élément strictement
postif : m = PPCM(a, b). A

Corollaire 13.17.— Homogénéité du PPCM —. Soit (a,b) € Z et k € Z, alors

PPCM(ka, kb) = |k| PPCM(a, b)

Démonstration Vv
Elle découle grace a la caractérisation algébrique de ’égalité ensembliste kaZ N kbZ = k(a V b)Z = |k|(a V b)Z. A

i Nombres premiers entre eux

1 Définition, exemples

Définition : Soit (a,b) € Z%. On dit que deux entiers a et b sont premiers entre eux s’ils n’ont pas d’autres
diviseurs communs que —1 et 1 c¢’est-a-dire si D(a,b) = {+1,—1}.

Exemple : 22 et 35 sont premiers entre eux, 22 et 56 ne sont pas premiers entre eux.

Proposition 13.18.— Soit (a,b) € Z*.

a et b sont premiers entre eux si et seulement si a ANb=1.

Démonstration Vv
a et b sont premiers entre eux ssi D(a,b) = {—1,1} ssi D(a Ab) = {—1,1} ssi D(a Ab) = D(1). A

2 Théoreme de Bezout

Il s’agit du résultat principal concernant les nombres premiers entre eux, qui donne une caractérisation des
nombres premiers entre eux.

Etant donnés deux entiers a et b, nous avons déja montré 'implication

d=aAb=Iu,v) €Z? au+bv=aAb

En revanche, la réciproque est fausse en général. C’est néanmoins le cas, lorsque d =1 :

Théoreme 13.19.— Théoreme de Bezout —. Soit (a,b) € Z>.

aAb=1 < I(u,v) €2 au+bv=1

Démonstration Vv

Si a et b sont premiers entre eux, il existe des coefficients de Bezout (u,v) € Z? tels que a A b = au + bu.
Réciproquement, s'il existe (u,v) € Z? tels que au + bv = 1. Il en résulte par double-inclusion que aZ + bZ = Z. D’apres
la caractérisation algébrique du PGCD, il en découle finalement que a A b = 1. A

Exemple : Soit n € Z. n et n + 1 sont premiers entre eux, car 1 = (n+ 1) — n.

Exercice : Soit (a,b,c) € Z3. On suppose que c divise a et que a et b sont premiers entre eux. Montrez que c et
b sont premiers entre eux.

Warning : rappelons qu’il n’y a pas unicité du couple de coefficients de Bezout. Par exemple 2 x 2 —1 x 3 =
5x2—-3x3=1.
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Proposition 13.20.— Condition de primalité a un produit —. Soit (a,b,¢) € Z°.

e aANb=1

. a/\c:l) < aAbc=1.

Commentaires : pour que a soit premier avec un produit, il faut et il suffit qu’il soit premier avec chaque
facteur.

Démonstration V

si a et bc sont premiers entre eux, il existe d’aprés le théoréme de Bezout —condition nécessaire- un couple
(u,v) € Z? d’entiers tel que
1 =au+ bev
En particulier, il en résulte d’apres le théoreme de Bezout —condition suffisante— que a et b d’une part, et a et ¢
d’autre part sont premiers entre eux.

D’apres le théoreme de Bezout —condition nécessaire—, comme a et b (resp. a et ¢) sont premiers entre eux, il
existe (u,v) € Z% (resp. (@,7) € Z* ) tels que

1 = au+bv

X1 = atu+cv

En multipliant membre & membre ces égalités, il vient :
1= a[auﬂ + cuv + bvﬂ] + bevd.

D’apres le théoreme de Bezout —condition suffisante— cela signifie que a et bc sont premiers entre eux. A
Exercice : Soit n € N*, n? — 1 et n sont premiers entre eux.

Solution V
n et n+ 1 sont premiers entre eux. n et n — 1 sont premiers entre eux.

Cette proposition se généralise —par récurrence— a un produit d’un nombre quelconque de facteurs :

Proposition 13.21.— Soit a € Z, (b1, bo,...,b,) € Z".

an]]bi=1 < Vie[l,n], anb; =1

i=1

Démonstration Vv
Left as an exercise for the reader! A

Corollaire 13.22.— Soit (a,b) € Z*, (m,n) € N* x N*. Alors

aANb=1 < a" A" =1

Démonstration V

e Supposons que a Ab = 1. On déduit d’abord de la proposition précédente —en prenant b; = b— que a Ab™ = 1, puis
que a™ Ab™ =1 —en prenant a; = a.

e Réciproquement, si a™ et b™ sont premiers entre eux, il existe d’apres le théoréeme de Bezout, un couple (u,v) € Z?
tel que a™u+b"v = 1. En posant U = a™ 'u et V = b" v, il s’ensuit que aU + bV = 1, ce qui prouve d’apres le
théoreme de Bezout que a et b sont premiers entre eux. A
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3 Théoréme de Gauss

Théoreme 13.23.— Théoreme de Gauss —. Soit (a,b,c) € Z°.

e albe —a
e aNb=1 atle

Commentaires : pour comprendre le théoreme de Gauss, il convient de noter que a peut diviser un produit bc
sans pour autant que a divise b ou c. Par exemple a = 6, b = 8 et ¢ = 3. En ce cas, a divise bc, mais a ne divise
ni b, ni c.

Démonstration Vv
Comme par hypotheése a et b sont premiers entre eux, le théoreme de Bezout s’applique, il existe donc un couple
(u,v) € Z* d’entiers tel que au + bv = 1. Multiplions les deux membres de cette égalité par ¢ pour obtenir

¢ = acu + bev.

Or par hypothese a divise bc et clairement a divise ac. A fortiori, a divise bcv et acu. Par conséquent, a divise c. A

Exercice : Soit (n,p) € N* x N* tel que n A p = 1. Montrez que n divise (n)
p

Solution Vv
D’aprés la petite formule (voir Théoréme 1.5), p(Z) = n(z:i). Il en résulte que n divise p(Z). Comme n Ap =1, il s'ensuit,
d’aprés le théoreme de Gauss, que n divise (2) A

Proposition 13.24.— Soit (a,b,c) € Z°.

e alcetd]|c = ab|
e aANb=1 e

Démonstration V

A Paide du théoreme de Gauss :

Tout d’abord, comme a divise ¢, il existe k tel que ¢ = ak. Or b divise ¢, par conséquent b divise ak. Finalement, comme
a et b sont premiers entre eux, Gauss’ theorem applies : b divides k. Therefore, there should exist £ € Z such that k = bl.
As a result, one gets : ¢ = ak = abl. A

4 Applications
4.a Factorisation du PGCD

Proposition 13.25.— Soit (a,b) € Z2. On note d = a A b.

Il existe deux entiers a’ et b’ premiers entre eux, tel que a = da’, b = db’.

Démonstration V
Supposons sans perte de généralité que (a,b) # (0,0). Dans ce cas d est un diviseur commun, non nul, de a et b. Notons
a’ et b les quotients des divisions euclidiennes de a par d et b par d respectivement :

a = da’ b=db

A présent, écrivons une égalité de Bezout pour a et b : il existe un couple (u,v) d’entiers tel que au + bv = d. En divisant
par d € N*, on obtient
du+bv=1

D’apres le théoréme de Bezout (condition suffisante), il s’ensuit que a’ et b’ sont premiers entre eux. A

En pratique : la factorisation par le PGCD permet de ramener de nombreux exercices mettant en jeu deux
entiers au cas, plus simple, ou ils sont premiers entre eux.



318 CHAPITRE 13. ENTIERS RELATIFS ET ARITHMETIQUE

Exercice : Montrez que pour tout (a,b) € Z* et pour tout entier n € N, on a a™ A b" = (a A b)".

Solution V

e Dans le cas particulier ou a et b sont premiers entre eux, nous avons déja prouvé que a™ Nb" =1

e Dans le cas général, écrivons a = da’ et b= db'. Alors a™ Ab"™ = (d"a'™) A (d"b™). Par homogénéité du PGCD, il vient
a'n, A bn — dn a/n A b/n
Comme a’ et b’ sont premiers entre eux, a’™ A V™. A

4.b Forme irréductible d’'un nombre rationnel

Théoréme 13.26.— Soit r € Q. Il existe un couple (p,q) € Z x N*, unique tel que

[ p/\q:l'

Vocabulaire : lorsque p A ¢ = 1, on dit que la fraction d est irréductible, ou que r est présenté sous forme
q
irréductible.

Démonstration V

m Existence : r s’écrit r = %, avec (a,b) € Zx N*. Factorisons a et b par leur PGCD d = aAb. [l existe (a’,b") € ZxN*,

premiers entre eux, tels que a = da’ et b = db’. Par suite

da’ a

N ! /
r=—=—,oua Ab =1
v v
m Unicité : soit donc (p1,q1) et (p2,g2) deux couples d’entiers premiers entre eux tels que Pr_ P2 g
q1 q2
P1q2 = p2q1

Comme g2 divise p2qg1 et que p2 et g2 sont premiers entre eux, il découle du théoreme de Gauss que g2 divise g1.

Par symétrie; on a aussi g1 divise g2. Ainsi g1 = g2. On déduit alors de 1’égalité ci-dessus que p1 = pa. A
Exercice : Soit n € N. Montrez que v/n € Q < /n € N.
Solution Vv

découle de I'inclusion N C Q

Spposons que \/n € Q, et considérons r = b présenté sous forme irréductible tel que n = P En élevant cette églité au
q q

2
. p .
carré, nous obtenons n* = =, soit encore
q

Il en résulte,
e d'une part que n? divise p*

o d'autre part que p* divise ¢°> x n%. Or p et q étant premiers entre eux, il en va de méme pour p* et ¢*. D'aprés
le théoréme de Gauss, il en résulte que p* divise n?.

Finalement n? = p2, soit v/n = |p|. A
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4.c Résolution de I'équation diophantienne ax + by = ¢
On souhaite résoudre dans Z? I’équation

ax +by = c ()
On a déja établi que cette équation admet une solution si et seulement si a A b divise c.

En pratique : pour résoudre (E)
on calcule PGCD(a, b).
on vérifie que PGCD(a,b) | c. Si c’est le cas, on utilise la factorisation par le PGCD pour se ramener a

(BE) <= d'z+Vy=c, avec PGCD(d', ') = 1

on trouve une solution particuliere (zo,yo), par exemple au moyen de 'algorithme d’Euclide.

on résout au moyen du théoréme de Gauss.
Exercice : Résolvez dans Z?2 les équations suivantes :
1. 92+ 15y=11

2. 92+ 15y =18

Solution Vv

D’apres I'algorithme d’Euclide,

15 1x9+6

1% 6+[3]

= 2x340

Ainsi' PGCD(15,9) = 3.
Comme 3t 11 la premiére équation n’a pas de solutions. En revanche, 3 divise 18. Poursuivons la résolution de la deuxiéme
équation proposée en simplifiant par 3 :

9z 4+ 15y =18 <= 3x+5y =6 (13.1)

Cherchons une solution particuliére. Par remontée de I'algorithme d’Euclide®, nous obtenons 1 = 2 x 3 4 (—1) x 5, soit
encore 6 = 12 x 34 (—6) x 5. Le couple (zo,y0) = (12, —6) est une solution particuliére de (13.1).
Finalement

E < 3r+5y=12x3+(-6) x5 < 3(12—2) =5(y +6)
Comme 3 | 5(y + 6) et 3A5 =1, il découle du théoréeme de Gauss que 3 doit diviser y + 6. On termine la résolution de
(13.1) au moyen du changement d’inconnue y + 6 = 3 X k. Il vient

y+6 = 3xk y = 3xk—-6 y = 3k—6
(13'1)<:>{3><(12—:r) = 5x(y+6) ~ \3x(12—-z) = 5x3xk — \z = 12-5k
Conclusion : /'ensemble solution de (13.1) est S = {(12 —5k,3k — 6); k€ Z} A

4.d Produit du PGCD et du PPCM de deux entiers

Lemme 13.27.— Soit a et b deux entiers premiers entre eux. Alors a V b = |ab.

Démonstration V

Il est clair que ab est un multiple commun de a et b. D’apres la caractérisation arithmétique du PPCM, il s’ensuit que
a V b divise ab. D’autre part, a et b divisent a V b. Comme a et b sont premiers entre eux, leur produit divise a V b, soit
ab | aVb. Ainsi ab divise a V b et a V b divise ab. Finalement a V b = |ab|. A

1. O surprise
2. on peut aussi chercher une solution évident !
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Proposition 13.28.— Produit du PGCD et du PPCM de deux entiers —. Soit (a,b) € Z2, alors

(anb) x (aVb)=|ab|

Démonstration Vv

Notons d = a A b et considérons a’, b’ deux entiers premiers entre eux tels que a = da’ et b = db’.

Par homogénéité du PPCM, a Ab=det aVb = (da') V (db') = d a’ VV'. Comme a’ et b’ sont premiers entre eux, le
lemme s’applique :|a’d’| = a’ V V'. Par conséquent

aVb=dat|
En multipliant les deux membres de cette égalité par d, on obtient le résultat. A
. , N z N\ = 10
Exercice : Résolvez dans N? le systeme y .
zVy = 120
Solution Vv
Effectuons le changement d'inconnue x = 10z’,y = 10y’. Ainsi
_ J _ / _ ’ _ ’
sAy = 10 a:/_l(/J:L,y_lOy w/_l(/J:r,y_lOy
vV — 120 <= r Ay =1 <= r Ay =1
vy = ' Vy =12 2y =12

Ainsi 2’ et y' sont des entiers premiers entre eux, solution de I'équation 'y’ = 12.
Or les diviseurs positifs de 12 sont

2|1 (2[3]4]6]12
y [12]6]4[3]2]1

Parmi les couples (z',vy') solutions de z’' x 3y’ = 12 dans N2, (2,6) et (6,2) ne conviennent pas car 2 et 6 ne sont pas premiers
entre eux. D’oll finalement
S = {(10,120), (30, 40), (40, 30), (120, 10)}

v Nombres premiers

1 Définition et premiéres propriétés
1.a Définition, exemples
Définition :
e On appelle nombre premier tout entier naturel p > 2 dont les seuls diviseurs dans N sont 1 et p
lui-méme.

e Un entier naturel n > 2 qui n’est pas premier est dit composé. Dans ce cas, il existe un entier k € N,
1<k<mntel que k| n.

On note P l'ensemble des nombres premiers.

Remarque : Un entier naturel n est composé si et seulement si il existe (d,d’) € N? tels que n = d.d’ avec
l<d<netl<d <n.

Exemples : 2,3,5,7,11,13 sont des nombres premiers. 15 n’est pas premier, il est composé : 15 =3 x 5

1.b L’ensemble B des nombres premiers

Proposition 13.29.—
e Tout entier n > 2 admet au moins un diviseur premier.

e Tout entier n > 2 composé admet au moins un diviseur premier p vérifiant p < v/n.
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Démonstration V

e Soit n € N, n > 2. On note Dz(n) ensemble des diviseurs de n dans N supérieurs ou égaux & 2. Comme Dz (n)
contient n > 2, il est non vide. Par conséquent, d’apres la propriété fondamentale (N1), D2(n) posséde un plus
petit élément. Let’s call it p. J'affirme que p est un nombre premier. Je le montre par ’absurde.

Supposons au contraire que p est composé. Il existerait donc un entier k, 1 < k < n tel que k | p, comme p | n,
jen déduis que k | n, et k > 2, c’est-a-dire que k € Dz(n). Comme k < p cela contredit le fait que p est le plus
petit élément de Z(n).

e Soit n € N, n > 2. D’apres le premier o, n possede des diviseurs premiers. D’apres la propriété fondamentale (N1),
n posseéde un plus petit diviseur premier pg. Montrons que po fait le coup. Comme n est composé et que po | n, il
existe ¢ € N tel que n = po.q, avec 1 < ¢ < n. Comme ¢ > 2, nous pouvons appliquer de nouveau le premier e, & ¢
cette fois : ¢ possede un diviseur premier p;. Cet entier p; qui divise ¢ et divise donc aussi n. Comme po est le plus
petit diviseur premier de n, on en déduit que p1 > po. Ainsi, n = po.q > po.p1 > po.po. Ce qui prouve I'estimation
cherchée. A

Théoréme 13.30.—

L’ensemble P des nombres premiers est infini.

Démonstration V

La preuve sera par I’absurde : supposons au contraire que ’ensemble 8 est fini, et cherchons une contradiction. Désignons
par pi,p2,...,Pr les nombres premiers, rangés par ordre croissant. Considérons alors lentier p = p1.p2...pn + 1. D’apres
le premier e, de la Proposition précédente p posséde un diviseur premier. Ce diviseur premier est donc I'un des p;, disons
qu’il s’agit de p;,. Alors p;, divise p = p1.p2...pn + 1 et p;, divise p1.p2...pn. Il divise donc leur différence, qui vaut 1!
donc p;, =1 ce qui contredit le fait que p;, est premier, (donc > 2). A

1.c Nombres premiers et divisibilité

Proposition 13.31.— Soit p € B, (a,b) € Z*
m si p divise a, alors a A p = p.
m si p ne divise pas a, alors p A a = 1.

m si p divise ab, alors p divise a ou p divise b.

Démonstration V

m m D (a,b) = {1,p} ND(a). Si p divise a, alors PGCD(a, b) = p, sinon, PGCD(a,b) = 1.
m supposons que p ne divise pas a. D’apres la propriété précédente, a Ap = 1. Or, par hypotheése p divise ab. D’apres
le théoreme de Gauss, il s’ensuit que p divise b. A
1.d Le crible d’Erathostéene
Etant donné n € N, n > 2, on détermine I’ensemble des nombres premiers inférieurs ou égaux a n. On procede
par élimination de la maniere suivante :
v Step 0 on fait la liste des entiers de 2 & n
v Step 1 le premier terme de la liste est 2. Il est premier, on le conserve et on barre tous les termes de la
suite qui sont multiples de 2.
v Step 2 le premier terme de la liste restante est 3. Il est premier, on le conserve et on barre tous les termes
de la suite qui sont multiples de 3.
v Step 3 le premier terme de la liste restante est 5. Il est premier, on le conserve et on barre tous les termes
de la suite qui sont multiples de 5.
v Step 4 le premier terme de la liste restante est premier, on le conserve et on barre tous les termes de la
suite qui sont multiples de cet entier.
v ainsi de suite ... on continue ce procédé, jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de premier terme non barré dans la
liste
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v Final Step a la fin, les entiers non barrés sont les nombres premiers cherchés.

Liste des nombres premiers inférieurs a 100
A toi de jouer!

21314156 7[8]9]10
1111213 |14 |15 |16 | 17|18 |19 | 20
21122123 (24(25(26|27(28(29]| 30
3132|3334 |35|36|37|38]|39]| 40
41 142 |43 |44 | 45|46 |47 48|49 | 50
51 |52 |53 |54 |55|56|57|58]|59]| 60
61 62|63 |64|65|66|67|68|69]| 70
TL|72 |73 | 74|75 |76 |77 |78 79| 80
8182|8384 |85|86 |87 (88|89 90
9119219394195 (96 |97 (9899 | 100

2 Décomposition primaire des entiers

2.a Définition
Théoreme 13.32.— Soit n € N, n > 2. Il existe alors des nombres premiers p1, ps, .. ., PN, il existe des entiers
naturels non nuls aq, as,...,an tels que :

Cette écriture, unique a ’ordre des facteurs pres, s’appelle la décomposition de n en produit de facteurs premiers,
ou décomposition primaire de n.

a0 (%) N
n-pl Xp2 X"'XpN.

Démonstration V

mExistence d’une décomposition en produit de facteurs premiers
La preuve sera par récurrence (forte) sur n.

o Initialisation : 2 est premier, on peut donc écrire 2 = 21.

o Hérédité : Soit n > 2, on suppose que tout entier k, 2 < k < n s’écrit comme produit de facteurs premiers.

Considérons l'entier n + 1. On montre que n + 1 s’écrit comme produit de facteurs premiers :
Deux cas se présentent :

» Sin+ 1 lui-méme est premier, alors n 4+ 1 = (n+ 1)* est la décomposition cherchée.

» Sin + 1 est composé, par définition, il existe (d,d’) € N>, 1 < d,d’ < n + 1 tels que n + 1 = d.d’. Comme
2 < d < n, nous pouvons appliquer I’hypotheése de récurrence a d. Il s’écrit donc comme un produit de
facteurs premiers. De méme d’ s’écrit comme produit de facteurs premiers, donc n + 1 = d.d’ s’écrit comme
produit de facteurs premiers.

e Conclusion : par récurrence forte sur n > 2, nous avons prouvé que tout entier n supérieur ou égal a deux s’écrit

comme produit de nombres premiers.

mUnicité de la décomposition en produit de facteurs premiers :
Soit n € N et considérons un couple de décompositions primaires de n :

n=pit X py? x - x PN =gt X g x - x gt

e Montrons que les facteurs premiers coincident.

Pour tout ¢ € [1, NJ, p; divise n, par conséquent p; divise le produit qfl X q§2 X oo X qﬁj”. D’apres les propriétés

élémentaires des nombres premiers, ceci entraine que p; divise 'un des ¢;. Comme p; et ¢; sont premiers, cela
signifie simplement qu’ils sont égaux. Ainsi {p1,...,pn} C {q1,...,qm}. L’inclusion contraire se démontre de
fagon analogue. Par suite

{plz"'va} = {qu---,q]\/l}
Comme de plus ces suites sont strictement croissantes, il en résulte que M = N et pour tout ¢ € [1, N], pi = ¢i-
Ainsi

n:p(flngzX---Xp}lVN:pflxp?X---Xp?\,N
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e Montrons que les exposants coincident.
Montrons que aq = 1. Comme p7*! divise n et p]'! est premier avec les pfi, pour ¢ > 2, il s’ensuit que p! divise
pfl. Il en résulte que a1 < B1. De méme, 51 < a;. Par antisymétrie, nous avons donc établi ’égalité

a1 =1
En procédant de la méme maniere, on montre que

Vie[[LN]], al:/B’L

A
Exemple : 16 x 660 = 26 x 3 x 5 x 11.
2.b Diviseurs d’un entier en décomposition primaire
Proposition 13.33.— Soit n € N, n > 2, décomposé sous la forme d’un produit de facteurs premiers :
n:p‘lll ngz X oo Xp(]l\/N
Les diviseurs positifs de n sont tous les entiers naturels qui s’écrivent sous la forme
d=p xpo* x - x ¥, ot 0 < B < a

Démonstration Vv
Soit d € D(a) N N. La décomposition primaire de d s’écrit :

d=q" xq* x - xqp
Montrons tout d’abord que {q1,...,qm} C {p1,...,pN}-
Soit j € [1, M]fixé. Comme g; divise n, il est égal & 'un des p;. Ainsi {q1,...,qm} C {p1,...,pN}
Par conséquent, d s’écrit

d:p‘f1 ><1n§2 X oo xp?\]N
Comme pour tout ¢ € [1, N, p;¢ divise p?, il en résulte finalement que 0 < 3; < a;. A
Exercice : Soit n = p(lllp har oo x PR un entier décomposer sous forme d’un produit de facteurs premiers.

Déterminez le nombre de diviseurs de n dans N.
2.c PGCD et PPCM en décomposition primaire

Pour déterminer le PGCD et le PPCM de deux entiers supérieurs ou égaux a 2, on utilise en pratique le résultat
suivant :

Théoreme 13.34.— Calcul du PGCD et du PPCM en décomposition primaire
Soit (a,b) € N2, deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2 donnés par

a = pit xp3?x .- xpi
= pflxp§2)<...><p]6\;v
ol p1, P2, - - ., pn sont des nombres premiers deux & deux distincts, et les exposants, («;), (8;) sont des nombres
entiers, positifs ou nuls. Alors

aAb = pflnin(alﬁl) % pIQHin(a2~,52> % p%in(aNﬁN)
aVvdb = pflnax(auﬁl) % p;ndx(az-ﬁz) NI p%‘lx(aNyﬂN)

Exemple : 910 =2 x5 x 7 x 13 et 168 =23 x 3 x 7 D’ol1

910A 168 = 2x7=14
910V 168 = 23 x5 x 7 x 13 = 3640.
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Démonstration V

e PGCD de a (}3\’2 b
Notons d — Hp;n‘m(ai»ﬁi).

i=1
D’une part, comme a A b est un diviseur commun de a et b, nous pouvons écrire que

N
alNb= pri, ot 0 < §; < min(ay, 3;)
i=1

D’apres la proposition précédente, ceci revient a dire que a A b divise d.

D’autre part, comme pour tout ¢ € [1, N], min(as, Bi) < i, d divise a. De méme, d divise b. D’apres la ca-
ractérisation arithmétique du PGCD, il en résulte que d divise a A b.

Ainsi, a Ab| det d|aAb, par suite d =a Ab.

e PPCMdeaetb
De I'égalité (a A b) x (aV b) = ab, on tire

Wb — ab _ p<1n+61 % p(2¥2+ﬂ2 N P?VNH;N
alAb pllﬂin(ahﬂl) x prznin(azsﬁz) NI pr;\]/in(anﬁN)
_ ptll1+ﬂ1*min(a1,51) « p32+52*miﬂ(0¢2ﬁ2> N p?\INJﬁBN*min(aN»ﬁN)

En remarquant que pour tout ¢ € [1, N, a; + 8; = min(a, Bi) + max(as, Bi), il en résulte finalement que

aVvb= p;ﬂax(’llyﬁl) % p;ﬂax(az,ﬁz) X e x pI]Y\lfﬂX(aN,ﬁN)

A

Corollaire 13.35.— Soit (a,b) € N* deux entiers naturels non nuls.

a et b sont premiers entre eux si et seulement si a et b n’ont pas de diviseurs premiers communs.
Démonstration V
avec les notations du Théoréme above. On a les équivalences suivantes :
aAb=1 s pllni“(alﬁl) ~ p;ﬂiﬂ(ﬂzﬁz) N pzi"O’NvﬁN) -1
<~ Vke[l,N], (ax=00UpBL=0

A

Exercice : Soit (m,n) € N? un couple d’entiers naturels, premiers entre eux.
On suppose qu'il existe des entiers naturels A, x et y tels que A = 2™ = y™.
Etablissez 'existence d’un entier naturel z € N tel que A = z™".
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\Y) COMPLEMENT : théoréme d’Euler et cryptographie
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