MPSI du lycée Rabelais semaine du 3413 février 2016

PROGRAMME DE COLLE S01

NB : seules les démonstrations des théoremes, propositions étoilées ne sont pas exigées.

OPERATIONS DANS R

== Sommes et produits finis

Notation : Soit (zx)ren une suite de nombres réels et n € N un entier naturel. On note

n n
SnZZL'()+ZL'1+-'-+l‘n:E T = E T et Pn:xoxx1><~-~><xn:H:Uk: H Tk.
k=0 0<k<n k=0 ke{0,...,n}

Proposition*.— Soit (x)ren, (Yr)ren deux suites de nombres réels et A € R un nombre réel. Alors pour tous entiers
naturels n et m tels que m < n,

e Commutativité, associatitivité, distributivité

n n

Z(xwryk):i:kariyk imk:ixwr zn: Tk Z(Amk):)‘ximk

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=m+1 k=0 k=0
e Changements d’indice

n n q q—p
E Tk = E Tn—i E T = E Lp4i-
k=0 =0 =0

k=p

Théoreme.— Télescopage —. Soit (ax)ren et (zk)ren deux suites de nombres réels, telles que pour tout k& € N,
Tr = ax4+1 — ag. Alors, pour tout entier n € N,

n n
Zxk = Z [ak+1 - ak} = Qn+1 — @o-

k=0 k=0

n m m [dentité géométrique et formule du bindbme

Théoreme.— Identité géométrique —. Soit a et b deux réels. Pour tout entier n € N,

an—&-l o bn,+1 _ (a o b) Z ak bn—k
k=0

£ a"tl —1
Corollaire.— si a € R\ {1 N e
orollaire.— sia € R\ {1} et n € N, Za o
k=0
!
Définition : Soit (k,n) € Z2, les coefficients du bindéme sont définis par (Z) = ﬁ si0<k<n et 0 sinon.
I'(n—k)!

Théoreme.— Soit (n, k) € N?, les coefficients du binéme vérifient
n n n+1 n+1 (n n+1 n n
[ = [ = ° = +
(-0 G- () - ) =) ()

Savoir-faire : la construction du triangle de Pascal.

Théoreme.— Formule du binéme de Newton —. Soit n € N, et (a,b) € R? un couple de réels, alors
(a + b)n _ zn: n ak bn—k
k=0 k




RELATION D’ORDRE SUR R

= m m Valeur absolue
xsix>0

Définition : Pour tout réel x, on définit la valeur absolue de x par : |x| = max{x, —z} = { o siz <0

Proposition.— Inégalités triangulaires —. Pour tous réels z et y, on a :

lz+yl <lz|+yl et |z—yl> |z -yl

= n m Partie entiére d’un réel
Définition : Pour tout réel x € R, la partie entiére de x, est l'unique entier relatif n € Z qui vérifie l'encadrement :

n<zr<n+1

On note |x| ou Ent(z) cet entier.

Proposition.— La partie entiere vérifie pour tous réels x et y, et pour tout entier n € Z :
|z <z<|z|]+1 m |z+n|=|z]+n.
mr—1<|z| <z m siz <y alors |z] < |y].
m(z=|z| < z€2). m siz <nalors [z] <n.

EQUATIONS DANS R

= » » Equations polynomiales

Proposition.— Soit (a, b, c) € R? un triplet de nombres réels avec a non nul et considérons 'équation az?+bz+c = 0.
On introduit le discriminant A = b% — 4ac.

—b— VA —b+ VA
» si A > 0, "équation possede deux solutions distinctes dans R : 1 = ————, x5 = ;7
a

70 . De plus,

ar? +bx+c=alx —x1) x (z — )
] 04 . 5 . b
» si A =0, I’équation posseéde une racine double dans R xg = ~ % et dans ce cas
a

az? + bz + c = a(z — x9)?

» si A <0, il n’y a pas de solution dans R.

Proposition*.— Systéme somme-produit
rT+y=s

2 .
=y sont les couples (z,y) € R*, ou z et y sont

Soit (s,p) € R?, un couple de réels. Les solutions du systéme {

les solutions —éventuellement confondues— de 1’équation du deuxieme degré ¢t — st + p = 0.

Savoir-faire : utiliser un systéme somme-produit pour trouver des racines évidentes d’'un polynéme de degré 2.

= m m Systemes d’équations linéaires

Proposition*.— L’ensemble S des solutions d’un systeme d’équations linéaires (S) ne change pas si 'on effectue sur
les lignes les opérations élémentaires suivantes :
m échanger lordre des lignes L; et L; (L; + Lj),
m multiplier la ligne L; par une constante non nulle \; € K* (L; + X\ Ly),
m ajouter & la ligne L; un multiple d’une autre ligne L; (i # j) (L; < L; + A\;Lj).

Savoir-faire : la résolution d’un systeme d’équations linéaires par la méthode du pivot de Gauss.




