MPSI du lycée Rabelais semaine du 3413 février 2016
PROGRAMME DE COLLE S18

NB : seules les démonstrations des théoremes, propositions étoilées ne sont pas exigées.

POLYNOMES A UNE INDETERMINEE

= m m Opérations algébriques dans K[X]| et degré

Proposition*.— Soit (P, Q) € K[X]? deux polynomes & coefficients dans K. Alors
1. d(P+Q)<max{d Pd Q}° 3. d&(\P)=dP
2. d(PxQ)=dP+dQ 4. d'P' =d’'P—1si P est non constant.

Définition : Soit P € K[X] un polynéme a coefficients dans K, P =3}, apX*.
m Le polynéme dérivé de P est défini par P' = 31, k.ap XF~1 = S0 0 (k + Vag X*
m Les dérivées successives de P sont définies par récurrence par PO = P et Vk € N, P(+1) = (P(k))/.

Proposition*.— Soit P = Y _ ax X*. Alors P®) =370 ap oy XFPsip € [0,n] et PP =05ip>n.

Proposition*.— Soit (P, Q) € K[X]?, n € N. Alors (P + Q)™ = P(") + QM et (P x Q)™ = Y= (})P®) x Q(n=h)

Théoreme.— Formule de Taylor pour les polynémes —. Soit P € K,,[X] et a € K un scalaire. Alors
P'(a) P"(a) P (a) n_ PP (o)
P=Plo)+—— (X —a)+—— (Xfoz)2+-~-+T X-—a)" =) o (X —a)*
k=0
Théoréme.— Théoréme de la division euclidienne —. Soit (4, B) € K[X] x (K[X]\ {0}).
. . A=BxQ+R
2
11 existe un couple (Q, R) € K[X]?, unique tel que { IR < dB

Corollaire.— Soit (A, B) € K[X]?, B # 0. B divise A ssi le reste de la division euclidienne de A par B est nul.

= m m Racines d’un polynome
Définition : Soit P € K[X] et a € K. « est racine de P si P(a) = 0.

Théoreme.— Caractérisation des racines —. Soit P € K[X] et a € K.

« est une racine de P si et seulement si (X — «) divise P

Proposition-Définition.—Soit P € K[X], a € K.« est racine d’ordre de multiplicité » € N* de P si et seulement si il
existe @ € K[X] tel que P = (X —a)” x Q et Q(a) # 0.

Théoreme.— Caractérisation des racines multiples —. Soit P € K[X], « € K et r € N*.
=Pla)=---= Pr=D(q) =
« est racine d’ordre 7 de P si et seulement si ° P(@;) P'(a) P (@) =0
e PU(a)#£0
Proposition.— Racines complexes d’un polynéme a coefficients réels —. Soit P € R[X]. Pour tous @ € C, r € N*

« est racine d’ordre r de P si et seulement si & est racine d’ordre r de P

5. avec égalité si d'P # d'Q
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Corollaire.— Soit P € K,,[X].
m si P = n, alors P admet au plus n racines comptées avec multiplicité.

m si le nombre de racines de P comptées avec multiplicité est supérieur a n + 1 alors P = 0.

= m m Factorisation des polyndmes

Théoreme*.— TFA —. Tout polynoéme P € C[X] non constant admet une racine complexe.
Théoréeme*.— Décomposition primaire d’un polyndme —.P € K[X] se factorise de fagcon unique sous la forme
»[K = C] P:a(X—al)”x---x(X—ap'”—aH — o)™,
ouay,...,qp sont les racines complexes distinctes de P de multlpil(ntei respectives 1y, ..., 7p.
P q
»[K =R] P=a[[(X—a)™ x [[ (X2+8;X +7)",
ou o, ..., qp sont les racin(;;;lréclles distinctcjs:ée P de multiplicités respectives rq,...,r, et
les polynomes a coefficients réels (X 2y B; X + 'yj) ne possedent pas de racines réelles.

Définition : P € K[X] est scindé sur K s’il peut s’écrire comme produit de polynomes de degré 1.

Proposition.— Caractérisation a I'aide des racines —. Soit P € K[X] un polynéme de degré n € N.

P est scindé sur K si et seulement st il admet n racines comptées avec multiplicité

Définition : Fonction symétriques élémentaires Soit n € N*, (z1,...,z,) € Les fonctions symétriques

E Liy Ly ** " Ly,

1<i1 <ia<-<ip<n

élémentaires des x1,...x, sont les quantités o1, 09,...,0, définies par oy,

Théoréme*.— Soit P = Y";'_, ax X" un polynoéme scindé de degré n € N*. Pour tout (z1,...,2,) € K",

kOn—k

x1,...,Ty sont les racines distinctes ou confondues de Psi et seulement si Vk € [1,n], o = (—1)
Gnp,

= m » Arithmétique dans K[X]|

Théoreme*.— PGCD-PPCM —. Soit (4, B) € (K[X]\ {0})2. Il existe un unique polynéme A € K[X], (resp .
M e K[X]) unitaire et tel que

m VPeK[X] P|AetP|B < P|A
resp. m VP e K[X] A|PetB|P < M|P

A est le plus grand diviseur commun de A et B, on note A = PGCD(A,B) = AA B. M est le plus petit
multiple commun de A et B, on note M = PPCM(A,B) = AV B.

Théoréme*.— Théoréme de Bezout —. Soit (A, B) € (K[X]\ {0})2.

A et B sont premiers entre eux ssi il existe un couple (U, V) € K[X]?, tel que AU + BV =1

Théoreme*.— Théoréme de Gauss —. Soit (4, B,C) € K[X]?. Si A| BC et ANB=1 alors A|C.

Théoreme*.— Soit (4, B) € K[X]? tels que A =a PP X --- x P& et B=0b P x---x PI, ol Py,..., Py sont
des polynomes irréductibles unitaires et aq,...,an, B1,-.., 8N des entiers naturels. Alors

PGCD(A,B H Pmm(ak Br) et PPCA[ A B H Pmax ag,Br)
k=1
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