MPSI du lycée Rabelais semaine du 3413 février 2016

PROGRAMME DE COLLE S16

NB : seules les démonstrations des théoremes, propositions étoilées ne sont pas exigées.

ENTIERS RELATIFS, ARITHMETIQUE

= = m Division euclidienne dans Z

Théoréme.— Division euclidienne dans Z —.Pour tout couple (a,b) € Z x N* d’entiers tel que b # 0, il existe un
couple (¢,7) € Z?, unique tel que

e a=bg+r

e 0<r<b
Proposition.— Soit (a,b) € Z x N*. b divise a si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est nul.

nu s PGCD de deux entiers
Soit (a,b) € Z* un couple d’entiers relatifs, on note D(a,b) 'ensemble des diviseurs communs & a et b.

Définition : Soit (a,b) € Z® un couple d’entiers relatifs, tel que (a,b) # (0,0). Le plus grand élément de D(a,b) est
appelé plus grand diviseur commun d a et b. Cet entier naturel est noté PGCD(a,b) ou encore a A'b

Proposition.— Lemme d’Euclide —. Soit (a,b) € Z x N*. Notons r le reste de la division euclidienne de a par b.
AlorsaAb=bAr.

Savoir-faire : ’algorithme d’Euclide pour déterminer a A b, et établir une égalité de Bezout par remontée.

Théoreme.— Caractérisations du PGCD —. Soit (a,b) € Z?, d € N. On note aZ + bZ = {a.k + b.l, (k,{) € Z*}.

Les asse

e d=aAb

o aZ+bZ=dZ

e D(a,b) =D(d)
Généralisation : Soit ay,as, ..., a, des entiers non tous nuls. L’ensemble des diviseurs communs a ai, as, ..., a, admet
un plus grand élément, appelé plus grand commun diviseur et noté PGCD(ay,as,...,a,).

Proposition.— Relation de Bezout —. Soit (a1, ...,a,) € Z",d = PGCD(ay,...,a,). Alorsil existe (u1, us, ..., un) €
Z" tel que d = ajuy + agus + - - + Aty

mmm PPCM de deux entiers

L’ensemble des multiples communs a a et b est noté aZ N bZ.

Définition : Soit (a,b) € (Z*)? un couple d’entiers relatifs, non nuls. Le plus petit élément strictement positif de
aZ NbZ est appelé plus petit multiple commun ¢ a et b. Cet entier naturel est noté PPCM (a,b) ou encore a V' b.

Théoreme.— Caractérisation du PPCM —.Soit (a,b) € Z*. Pour tout entier naturel m € N, les asse :

e m=aVb
o aZNbZ=mZ

= n m Entiers premiers entre eux
Définition : Soit (a,b) € Z>. On dit que a et b sont premiers entre eux si D(a,b) = {£1}.

Remarque : a et b sont premiers entre eux si et seulement si a Ab = 1.

Théoreme.— Théoreme de Bezout —. Soit (a,b) € Z*.

anb=1 <= I(u,v) € Z* au+bv=1

Proposition.— Soit (a,b,c) € Z3. a et le produit be sont premiers entre eux ssi a est premier avec b et c.
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Théoreme.— Théoreme de Gauss —. Soit (a,b,c) € Z°.

e albxec ) Salc

e aNb=1

Proposition.— Soit (a,b,c) € Z3. Sia et b divisent c et a Ab =1, alors a x b divise c.

Proposition*.— Produit du PGCD et du PPCM —. Soit (a,b) € Z?, alors

(aAb) x (aVb)=lab]

Application : résolution dans Z? des équations diophantiennes (E) ax+by=c

= = m Nombres premiers

Définition : On appelle nombre premier tout entier naturel p > 2 dont les seuls diviseurs dans N sont 1 et p
lui-méme. Un entier naturel n > 2 qui n’est pas premier est dit composé. Dans ce cas, il existe un entier k € N,
1< k<n tel que k| n. On note P l'ensemble des nombres premiers.

Proposition*.— Tout entier n > 2 admet au moins un diviseur premier. Si de plus n est composé, alors il admet un
diviseur premier p vérifiant p < \/n.

Théoréme*.— L’ensemble B des nombres premiers est infini.
Théoreme*.— Décomposition primaire d’un entier —.Soit n € N, n > 2. Il existe alors des nombres premiers
D1,D2,...,pN (avec p1 < pa < --- < pN), et des entiers naturels non nuls aq, as, . .., ay, uniques, tels que :

n=7pyt X pg? X X pi¥.

Proposition*.— Diviseurs positifs d’'un entier —. Soit n € N, n > 2, décomposé sous la forme d’un produit de
facteurs premiers n = pi" x p5? x --- x p}~. Les diviseurs positifs de n sont tous les entiers naturels qui s’écrivent

sous la forme

d=py X ph?x - xp¥, o 0< B < oy

Théoreme*.— Factorisation du PGCD et du PPCM en produit de nombres premiers —. Soit (a,b) € N?, deux

entiers naturels supérieurs ou égaux & 2 donnés par a = pJ* X p5? X --- X pRN et b = pi* x p§2 X - X p?VN, ol

D1,D2,...,pn sont des entiers premiers 2 & 2 distincts, et les exposants, («;), (5;) sont des entiers naturels. Alors

1

caNb— prlnin(ahﬁl) « p;nin(az.ﬂz) N p?\}in(aN.ﬂN) e aVb— prlnax(al.ﬂl) % plznax(ag,ﬁz) X p?\}ax(aN,ﬁN)

= m m Congruences
Définition : Soit n € N*, (a,b) € Z*. On dit que a est congru a b modulo n, et on note a = b [n] sin divise b — a.

Proposition.— Compatibilité avec les opérations —. Soit n € N*, (a,b, ¢, d) € Z*.
Sia=bn]etc=d[n]alorsa+c=b+d[n]etaxc=bxd]n].

Théoreme.— Petit théoreme de Fermat —. Soit p € 8 un nombre premier.

m Pour tout entier n € Z, on a n? = n [p].

m Pour tout entier n € Z tel que pAn =1, onan?~! =1 [p].
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